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Motivation
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Probléeme 1: Détection de motifs

0.8

0.6

0.4

0.2

0.8
0.6
02 e ‘ L
0.4 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
02 Input time series
0

0 50 100 150 200

Dictionary of patterns

Laurent Oudre IA&ML pour la modélisation de séries temporelles et de signaux 202627 4/57



Probléeme 1: Détection de motifs
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Probléeme 1: Détection de motifs

P A partir d’un dictionnaire de motifs P, retrouver ces motifs dans une série
temporelle x

> Les motifs de P peuvent avoir des longueurs différentes

» Les motifs peuvent étre annotés, c’est a dire correspondant chacun a un
phénomene d’intérét. Dans ce cas, la détection de motifs fournira une
annotation automatique de la série temporelle
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Probleme 2 : Extraction de motifs
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Probleme 2 : Extraction de motifs

» Etant donnée une série temporelle x (ou plusieurs), apprendre un dictionnaire
de motifs P

» Un motif correspond a une forme qui apparait de facon répétitive dans la série
temporelle : il s’agit d’'une notion assez floue

» On suppose dans ce cas que tous les motifs ont la méme taille

» Les motifs appris peuvent servir a caractériser la série temporelle ou étre
étudiés individuellement
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Programme de la seance

» Introduction de différentes distances permettant de comparer des séries
temporelles
> Algorithmes pour la détection et I'extraction de motifs dans les séries
temporelles
Session 7 : Pattern detection and extraction
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Plan du cours

1. Comparer des signaux

1.1 Distance euclidienne

1.2 Distance euclidienne normalisée
1.3 Dynamic Time Warping

2. Détection de motifs

3. Extraction de motifs
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Comparer des signaux

Plan du cours

1. Comparer des signaux

1.1 Distance euclidienne

1.2 Distance euclidienne normalisée
1.3 Dynamic Time Warping

Laurent Oudre IA&ML pour la modélisation de séries temporelles et de signaux 202627 11/57



Comparer des signaux  Distance euclidienne

Distance euclidienne

deuc(x,y) =

» Sensible aux décalages temporels,
aux changements d’amplitude et
d’ordonnées et aux
contractions/dilatations

> Nécessite un alignement parfait des
lignes temporelles

> Sensible au bruit impulsionnel mais
relativement résistante au bruit
blanc additif gaussien
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Comparer des signaux  Distance euclidienne

Robustesse de la distance euclidienne

Changement d’ordonnée a
Porigine

O

dryc = 3.5

Cas standard

dEUC =9.6
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Comparer des signaux  Distance euclidienne

Robustesse de la distance euclidienne

Changement d’amplitude (70 %)  Décalage temporel (1.6 %)

AR

dEUC =128 dEUC =53
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Comparer des signaux  Distance euclidienne

Robustesse de la distance euclidienne

Bruit blanc additif gaussien Outliers

dEUC =6.9 deyc = 10.3
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Comparer des signaux  Distance euclidienne normalisée

Distance euclidienne normalisée

Afin d’améliorer la robustesse par rapport aux changements d’amplitude et
d’ordonnées, on peut utiliser une distance euclidienne normalisée :

X . .
X; = ——— normalisation z-score

» Toujours sensible aux décalages temporels, contraction/dilatation, outliers et
lignes temporelles

> Attention : la normalisation peut accroitre la sensibilité au bruit blanc additif
gaussien
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Comparer des signaux  Distance euclidienne normalisée

Robustesse de la distance euclidienne normalisée

Changement d’ordonnée a
Porigine

O

duevc = 0.8

Cas standard

dneuc = 0.8
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Comparer des signaux  Distance euclidienne normalisée

Robustesse de la distance euclidienne normalisée

Changement d’amplitude (70 %)  Décalage temporel (1.6 %)

AR

dpeuc = 0.8 doeuc = 1.9
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Comparer des signaux  Distance euclidienne normalisée

Robustesse de la distance euclidienne normalisée

Bruit blanc additif gaussien Outliers
dneve = 1.9 dneuc = 2.7
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Comparer des signaux ~ Dynamic Time Warping

Questions en suspens

Questions en suspens :

» Comment diminuer la sensibilité par rapport aux lignes temporelles
(contraction/dilatation, décalages temporels...)?

» Comment comparer deux séries temporelles de tailles différentes?

» Comment étendre la notion de distance euclidienne a des modifications non
linéaires de lignes temporelles?

Nouvelle notion de distance : Dynamic Time Warping (DTW)
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Comparer des signaux ~ Dynamic Time Warping

Differences entre la distance euclidienne et la DTW

Distance euclidienne DTW

L’échantillon x; est associé a I’échantillon L’échantillon x;() est associé a
Vi I’échantillon y;
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Comparer des signaux ~ Dynamic Time Warping

Notion de chemin

1

o)

» La DTW calcule une correspondance entre les éléments de x et ceux de y.
» Fonction de correspondance appelée chemin :

P = ((i(1),j(1)), -, (i(Kp), j(Kp))) € (N x N)**, Kp € N
(i(k),j(k)) € P < yju est associé a xj(x
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Comparer des signaux ~ Dynamic Time Warping

Choix du chemin optimal

P Le chemin P est évalué grace a une fonction de coit

Kp

w(P) = (xiw) — Yiw)

k=1

» La valeur de la DTW entre deux séries temporelles est la valeur minimale de la
fonction de cout

dprw(x,y) = min w(P)

> SiM=N, Kp = Neti(k) =j(k) =k, la DTW est exactement égale a la
distance euclidienne
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Comparer des signaux ~ Dynamic Time Warping

Ensemble des chemins acceptables P

Il existe une infinité de chemins possibles : comment choisir ’ensemble des chemins

acceptables P ? Etant données deux séries temporelles x et y de longueurs
respectives M et N, le chemin P doit étre :

» Continu i(k) —i(k— 1) < 1etj(k) —jlk—1) <1
Si Pon imagine le plan comme un plateau de jeu d’échecs, le chemin ne peut
suivre que les positions d’un roi;

> Monotone i(k — 1) < i(k) et j(k — 1) < j(k)
Le chemin peut aller vers le haut, vers la droite ou selon la diagonale
haut/droite;

> Borné (i(1),j(1)) = (1,1) et (i(Kp), j(Kp)) = (M, N)
Le chemin commence et termine respectivement par les premiers/derniers
échantillons des deux signaux

‘P : ensemble des chemins acceptables selon ces contraintes
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Comparer des signaux ~ Dynamic Time Warping

Ensemble des chemins acceptables P

(1,5 =1)

(i, )

A partir de (i(k), j(k)), il reste trois possibilités
de déplacement

(i(k) = 1,j(k))

(i-1j-1)

(i—1,7)

(i(k=1),j(k=1)) = qou (i(k),j(k) 1)
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Comparer des signaux ~ Dynamic Time Warping

Matrice des distances cumulées

>

>
>

Calculer w(P) pour tous les chemins de P est impossible : leur nombre croit
exponentiellement avec Met N

On introduit la matrice des distances cumulées C € RM*N

Kp
C(i,j) = min (Xiwy — Yit))?

ou P est 'ensemble des chemins acceptables allant de (1, 1) a (i, /)
C(i,j) est le cotit minimal pour aligner x;.; avec y;.;
La DTW se lit dans la derniére case : dprw(x,y) = /C(M, N)

C se calcule de proche en proche grace a la programmation dynamique
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Comparer des signaux ~ Dynamic Time Warping

Principe de la récurrence

C(i,j—1) c(i,j) » Un chemin acceptable qui arrive en
(i, ) vient forcément de I'une des
T trois cases voisines

1
| » La portion du chemin avant cette
case est elle-méme optimale
C(i_17j_1) C(’_17.l) . .
» |l suffit donc de garder le meilleur

des trois

J
C(i,j) = D(i,j) + min{C(i—1,j—1), C(i —1,j)), C(i,j— 1)}

avec D(i,j) = (x; — y;)? le colt local d’associer x; et y;
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Comparer des signaux

Dynamic Time Warping

Initialisation : un seul chemin possible

(3,1)

Pour arriver en (1, ), le chemin part
de (1,1) et finit a (1, )

Comme i ne peut jamais diminuer
(monotonie), i est obligé de rester
égal a 1: seuls les pas vers la droite
sont permis

Monter puis redescendre est interdit
(comme illustré en pointillés)

Le chemin est donc unique :
(1,1),(1,2),...,(1,))

Méme raisonnement pour (i, 1) :
seuls les pas vers le haut
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Comparer des signaux ~ Dynamic Time Warping

Initialisation : calcul du colt

» Le chemin étant unique, son colt est le cott minimal

c(1,j)=>_D(1,0) C(i,1)=>_D(¢,1)
=1

£=1

> Ce qui s’écrit aussi : C(1,j) = C(1,j — 1) + D(1,])
» C’est la récurrence générale avec un seul voisin disponible au lieu de trois

> Interprétation : x; est associé a yy,...,Y;
X1
Chemin vers (1,4) :
i c(a) =300, D(1 )
)2
)4

» Ensuite, on remplit le reste ligne par ligne, de gauche a droite
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Comparer des signaux ~ Dynamic Time Warping

Exemple : matrice des distances

X3
4 XZ x
3 X4
2 X1
D(i, j) w
xa=2| 1 0 | 4| 4|0
Y3 ya
.
x3=4| 9 4 0 0 4 ; y2 s Y
2 y]
xx=3 | 4 1 1 1 1 ‘

=110 19 19 > x=(1,3,4,2),y = (1,2,4,4,2)

yioooyzooys ¥ s > Longueurs différentes : la distance
euclidienne n’est pas définie

> Etape 1: D(i,j) = (x; — y;)°
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Comparer des signaux ~ Dynamic Time Warping

Exemple : initialisation de la premiere ligne

(i.J) O -
En petit : D(i, j). En gras : C(i, ).
X4:2
c(1,1) = o0
x3 =4 C(1,2) = 0+1=1
C(1,3) = 149=10
=3 Cc(1,4) = 104+9=19
0 1 9 9 1 J— p—
xi=1/0 | 1 | 10| 19 | 20 c(5) = 1+1=20
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Comparer des signaux ~ Dynamic Time Warping

Exemple : initialisation de la premiere colonne

C(i,))
1
x =2 | 14
=4 |13 C(2,1) = 0+4=4
. C(3,1) = 4+9=13
x=3| 4 C(4,1) = 13+1=14
0 1 9 9 1
xi=11] 0 1 10 | 19 | 20
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Comparer des signaux ~ Dynamic Time Warping

Exemple : calcul de C(2,2)

C(i, )

1 j—
w=2 14 C(2,2) = D(2,.2)

. + min{C(1,1),C(1,2),C(2,1)}
x3=4| 13 =1+ min{o0, 1,4}

4 1 =1
=3 4—1

- ‘ ? : - : Le meilleur prédécesseur est (1,1) : on
x1 =1 0 1 10 | 19 | 20 associe x; a y1, puis X, a y»
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Comparer des signaux ~ Dynamic Time Warping

Exemple : calcul de C(2, 3)

(i, J)

X4 =2 14

C(2,3) = D(2,3)
x3=4| 13 + min{C(1,2), C(1,3),C(2,2)}
=14 min{1,10,1}

4 1
=3 —
X2 4 1 i — 5
|
10

xp =1 0 1
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Comparer des signaux ~ Dynamic Time Warping

Exemple : calcul de C(3, 3)

X4 =2 14

€(3,3) = D(3,3)
+min{C(2,2), C(2,3), C(3,2)}

1 1 :O+min{1,2,5}

=1

9 0
x3=4 | 13 5 —

x=3| 4 1

x1 =1 0 1 10 | 19 | 20

Laurent Oudre IA&ML pour la modélisation de séries temporelles et de signaux 202627 35/57



Comparer des signaux ~ Dynamic Time Warping

Exemple : matrice complete

C(i, )

0
X =21 14 5 5 5>

x3=4 | 13 5 1 1 C(4,5) = 0+ min{1,55} =1

4 1 1 1 1
=34 | 1|23 /|a dorw(x,y) = V/C(4,5) =1

x1 =1 0 1 10 | 19 | 20

'l Y2 V3 ya Vs
1 2 4 4 2
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Comparer des signaux ~ Dynamic Time Warping

Exemple : retrouver le chemin optimal

C(i, )
T o 7 7 v » On part de (M, N) et on remonte jusqu’a
xx=2 14| 5 | 5|5 (1,1)
? 4 0 0 4 > A chaque étape, on va vers le voisin (bas,
x3=4 | 13 5 5 . .
gauche ou diagonale) de plus petit C
X, =3 ! 4 1 ] 2 1 3 ] 4 » En pratique, on mémorise ce voisin
pendant le calcul de C
0 1 9 9 1
x =1 1 10 19 20 P = ((17])7(27 2)7(37 3)7(374)3(47 5))
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Comparer des signaux ~ Dynamic Time Warping

Exemple : alignement obtenu

W

P> x; est associé a deux échantillons (y; et y4) : la DTW a dilaté x
> Coittotal :0+ 1+ 0+ 04 0 =1, la seule erreur vient de I’association (x,, y»)

Laurent Oudre IA&ML pour la modélisation de séries temporelles et de signaux 202627 38/57



Comparer des signaux ~ Dynamic Time Warping

Algorithme de DTW

1. Calculer les distances deux a deux des échantillons de x et y, et les stocker
dans une matrice D € RMXN;

D(i.j) = (xi — y;)*
2. Calculer la matrice des distances cumulées C € RM*N grace a de la
programmation dynamique

c(i,1) = Z D(¢, 1),

c(j) = > D(0),
=1

C(i,j—1)
C(i,j) = D(i,j)+min{ C(i—1,j—1)
C(i—1,j)

3. La DTW est calculée comme

dprw(x,y) = v/ C(M, N)
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Comparer des signaux ~ Dynamic Time Warping

Etape 1: Calcul de la matrice des distances
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Comparer des signaux ~ Dynamic Time Warping

Etape 2 : Calcul de la matrice des distances cumulées

4
|
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Comparer des signaux ~ Dynamic Time Warping

Etape 2 : Calcul de la matrice des distances cumulées

il

y/

Laurent Oudre IA&ML pour la modélisation de séries temporelles et de signaux 202627 42/57



Variantes

x (signal)

t (temps)

Comparer des signaux

Laurent Oudre

# (temps’)

Dynamic Time Warping

Si les lignes temporelles de x et y sont
relativement similaires, il n’est pas
nécessaire (ni recommandé) de calculer
toutes les valeurs de C(i, j)

Des variantes contraintes plus rapides
peuvent étre implémentées, par exemple en
ne calculant C(i, ) que si

li(k) — j(k)| < X (Sakoe-Chiba band)

Ceci permet de considérablement diminuer
le temps de calcul, tout en améliorant
parfois les performances
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Comparer des signaux ~ Dynamic Time Warping

Variantes

DTW classique DTW contrainte

9 ms 2 ms
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Comparer des signaux ~ Dynamic Time Warping

Robustesse de la DTW

» Par construction, la DTW est robuste aux changements de ligne temporelle

> En revanche, elle suppose que les premiers et derniers échantillons sont
alignés, ce qui peut parfois se révéler problématique

> La DTW est sensible a I’échelle (ce qui peut se contourner en normalisant les
signaux préalablement), au bruit et aux outliers
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Détection de motifs

Plan du cours

2. Détection de motifs
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Détection de motifs

Probleme posé

» Afin de retrouver le motif p € P de
longueur N, dans la séries
temporelle x = xy.5 de longueur N,
il faut calculer toutes les distances

d; = d(p, xi.i+n,~1)

pour 1< i< N—N,+ letou
Xi:i+N,—1 €st la séquence de x
commencant a I’échantillon i et de
longueur N,

» Intuitivement, il s’agit d’une
opération colteuse en temps de
calcul puisque les distances doivent
étre calculées N — N, + 1 fois
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Détection de motifs

Calculs rapides

> Le vecteur d qui stocke la distance entre le motif et toutes les séquences de
tailles N, dans la série temporelle est appelé profil de distance (ou distance
profile en anglais)

» Pour la distance euclidienne (normalisée ou pas), il existe des algorithmes
extrémement rapides pour calculer cette quantité, basés sur le calcul de la Fast
Fourier Transform (FFT) qui est un algorithme optimisé pour calculer la
transformée de Fourier discréte

» Pour la DTW, c’est plus compliqué mais on peut facilement retrouver

d* = min dDTW X i+N,—1
1<i<N=Ng+1 (p: X+ P )

c’est a dire la position et la valeur de la DTW minimale entre le motif p et
toutes les séquences de x de taille N,
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Détection de motifs

Resultats avec [a nEUC

0.8 0.6 T T T T T T T T T
/ 05 B
//\\ r\l
osr [\ 04l 1
< |/ A\ E
5 | \ 5031 -
204t/ \ @
& Zozr N\ ( 1
| = \
2 A I W A
| 0 Joha e A" iy y
ol 01 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
25 T T T T T
3
oo R
% |
sl 1
§ 15 | //
£ \
S0 ‘ 4
2
4 |
S 5F | 4
@
o . . . . i . .
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Les motifs peuvent facilement étre retrouvés dans le signal en cherchant les minima
du profil de distance
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Extraction de motifs

Plan du cours

3. Extraction de motifs
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Extraction de motifs

Extraction de motifs

» Nous avons vu comment rechercher des motifs dans des séries temporelles en
partant d’un dictionnaire pré-défini

» On va s’intéresser ici a la question inverse : comment extraire des motifs a
partir d’une ou plusieurs séries temporelles? C’est a dire comment apprendre
le dictionnaire de motifs?

» Tache non supervisée : aucune connaissance a priori a part la durée moyenne
des motifs que 'on recherche (notée L)

> Qu’est-ce qu’un motif? Question difficile : notion de formes répétitives,
éventuellement de périodicité...
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Extraction de motifs

Extraction de motifs basée sur la notion de distance

> Intuitivement, on peut ré-utiliser les résultats de la partie précédente pour
détecter automatiquement des motifs

P Un motif est une séquence de longueur L qui est susceptible d’apparaitre
plusieurs fois dans la série temporelle

P En calculant une distance glissante entre cette séquence et toutes les autres
séquences de longueur L, on devrait voir apparaitre de fagon claire que
plusieurs d’entre elles sont proches d’elle

» Solution : Utiliser des algorithmes rapides (basés sur la FFT) pour calculer
efficacement toutes les distances
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Lorsque I'on observe le profil de distance associé a cette séquence, on voit apparaitre plusieurs pics vers
le bas, ce qui montre que le motif est présent ailleurs : il s’agit donc d’une séquence susceptible de

Laurent Oudre

correspondre a un motif

IA&ML pour la modélisation de séries temporelles et de signaux 202627 53/57



Extraction de motifs

Exemple
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A linverse, pour cette séquence, toutes les distances sont élevées : ce n’est a priori pas un motif.
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Matrix profile

Afin de détecter un motif potentiel, il suffit de regarder sa distance minimale a
toutes les autres séquences de taille L

Attention aux correspondances triviales! Il ne faut comparer que des séquences
qui ne se chevauchent pas (sinon la petite distance peut étre liée au fait qu’ils
ont beaucoup de points en commun)

Matrix profile : Etant donnée une longueur L, calcul de

m; = min d(Xj i1 —1, Xi-i41—1
" j>iHLoU j<i—L (Xiit1—1, X:j+1-1)

Une petite valeur de matrix profile a I'indice i indique qu’il existe au moins une
séquence tres proche de x;.;;_1, donc que x;.;+;—1 est un bon candidat pour
étre un motif

Le calcul de cette quantité peut étre rendu tres rapide grace aux techniques
déja mentionnées
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Exemple
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En rouge : séquence qui a un matrix profile minimal. En vert : la séquence la plus
proche de celle en rouge (meilleure correspondance entre deux séquences)
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